
Fázisátalakulások
evolúciós potenciáljátékokban

Ph.D. tézisfüzet

Király Balázs

Témavezet®: Dr. Szabó György
Bels® konzulens: Dr. T®ke Csaba

BME, MTA EK MFA

2019





1

Bevezetés

Számos tudományterület tárgyát képezik nagyszámú köl-
csönható egységb®l felépül® komplex rendszerek. Az ilyen
rendszerek vizsgálatában és modellezésében fellép® hason-
ló nehézségek következtében egyre gyakoribbak a komplex
rendszerek viselkedésének megértésére irányuló interdisz-
ciplináris kutatások, különös tekintettel a statisztikus �-
zika fogalmainak és módszereinek más tudományterülete-
ken való alkalmazásaira, melyek nyomán az utóbbi években
olyan új tudományágak jöttek létre, mint például a szocio-
�zika [Galam, 2012], az ökono�zika [Mantegna és Stanley,
1999] vagy a hálózattudomány [Barabási és Pósfai, 2016].

Társadalmi jelenségek vizsgálata során a kölcsönhatá-
sok jellemz®en valamiféle döntési helyzetekre vezethet®k
vissza, így ezek a vizsgálatok er®sen köt®dnek a játékel-
mélethez [Gintis, 2009]. A modellezésben kiemelt szerepet
kapnak a párkölcsönhatások, illetve véges számú döntési
lehet®ség esetén a leírásukra szolgáló mátrixjátékok. Ál-
talában a mátrixjátékok tulajdonságainak feltérképezése,
különösen nagyszámú választható stratégia esetén, már ön-
magában sem magától értet®d® feladat, komplex rendsze-
rekben pedig az elemzést tovább bonyolíthatja például a
játékok ismétl®dése, a játékosok stratégiaválasztását meg-
adó dinamikai szabály vagy a játékosok kölcsönhatási vi-
szonyainak topológiája.

A vektorok bázis szerinti felbontásának mintájára, a
mátrixjátékokat de�niáló nyereménymátrixok is el®állítha-
tók elemi mátrixok szuperpozíciójaként, továbbá választ-
ható olyan felbontás, melyben az elemi mátrixok mindössze
négy különböz® kölcsönhatási alaphelyzetet írnak le [Sza-
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bó és Borsos, 2016]. A négy kölcsönhatási osztályt az ön-
és társfügg®, a koordinációs és a ciklikus dominanciát leíró
játékok alkotják. Habár az egyes elemi játékok önmaguk-
ban könnyedén elemezhet®k, az összjátékukra vonatkozó
esetleges szabályszer¶ségek egyel®re nagyrészt tisztázatla-
nok. A felbontás el®nyeinek egy már ismert példája, hogy
az elemzéseket számos ponton megkönnyít® potenciál léte-
zésére egyszer¶ feltételt ad: csak azon játékokhoz létezik
potenciál, melyek nem tartalmaznak ciklikus dominanciát
leíró komponenst.

Célkit¶zések

Kutatásaink hosszútávú célja annak feltárása, hogy a mát-
rixjátékok fent említett anatómiája milyen tartalommal tölt-
het® meg, kiváltképp a komplex rendszerek modellezésé-
nek területén. Ezt megalapozandó, el®ször néhány egysze-
r¶ játék viselkedésének vizsgálatán keresztül tanulmányoz-
tuk az elemi játékok társításának hatását olyan elrendezé-
sekben, melyekre a statisztikus �zika jól ismert fogalmai
és módszerei közvetlenül alkalmazhatók. Kiindulási pont-
nak a logitszabály által vezérelt, sok játékos által ismétel-
ten játszott potenciáljátékokat választottuk, ugyanis ezek
klasszikus spinmodelleknek feleltethet®k meg. Az értekezés
a négyzetrácson értelmezett elemi koordinációs játékot, an-
nak önfügg® komponensekkel való kiterjesztését, valamint
több elemi koordináció bizonyos szimmetrikus kombináci-
óit tárgyalja, kiemelt �gyelmet fordítva az ezekben meg�-
gyelhet® fázisátalakulások tulajdonságaira. Az elemi koor-
dinációs játékban a két koordinált stratégia között Ising-
típusú kölcsönhatás lép fel, mely azonos mértékben jutal-
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mazza, illetve bünteti a játékosok azonos és ellentétes stra-
tégiaválasztását, a további stratégiák pedig közömbösek,
azaz választásuk esetén mindkét fél nyereménye zérus.

Vizsgálati módszerek

A vizsgált modellek általános tulajdonságainak kvalitatív
felderítésére az átlagtér- és a párközelítés módszerét hasz-
náltuk, a fázisátalakulások tulajdonságainak részletesebb
kvantitatív elemzését pedig Monte-Carlo-szimulációk fel-
használásával végeztük. Az így kapott eredményeket ana-
litikus számításokkal, a szimulációk vizualizációjával és az
ezekben meg�gyelhet® domének határfelületei mentén ér-
telmezett inváziós sebességek becslésével egészítettük ki.

Új tudományos eredmények

A fentiekben vázolt kutatómunka során elért f®bb tudo-
mányos eredményeim az alábbi tézispontokban foglalhatók
össze:

1. Megvizsgáltam a négyzetrácson értelmezett, logitsza-
bály által vezérelt elemi koordinációs játék alapvet®
tulajdonságait. Megállapítottam, hogy a h®mérsék-
lettel analóg zajparaméter megváltoztatásának hatá-
sára a rendszer egy olyan rend�rendezetlenségi fázis-
átalakuláson mehet keresztül, melynek rendje függ a
modellt de�niáló paramétert®l, a választható közöm-
bös stratégiák számától. Amíg ez a szám egy küszöb-
érték alatt marad, az átalakulás folytonos és a kétdi-
menziós Ising-modell univerzalitási osztályába esik;
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ellenkez® esetben pedig els®rend¶. Meghatároztam a
küszöbértéket, és becslést adtam az átalakulás kriti-
kus h®mérsékletére [P1].

2. Az 1. tézispontban említett modellt kib®vítettem egy,
a koordinált stratégiák szimmetriáját meg®rz® ön-
függ® komponenssel. Megállapítottam, hogy az így
kapott modellben az eredeti fázisátalakulás kritikus
pontja és rendje is megváltozhat, valamint az átala-
kulás el is t¶nhet az önfügg® komponens er®sségé-
t®l függ®en. A három jelenség tetsz®leges számú kö-
zömbös stratégia jelenlétében egyaránt meg�gyelhe-
t® [P2].

3. A közömbös stratégiák konzisztens összevonásával a
2. tézispontban szerepl® b®vített modellt leképeztem
a Blume�Capel-modellre, és ezáltal igazoltam a mo-
dellre vonatkozó eredményeim helyességét. Megmu-
tattam, hogy ugyanezen leképezés segítségével a re-
guláris hálózatokon értelmezett játékokban tetsz®le-
ges számú közömbös stratégia kiváltható egyetlen kö-
zömbös stratégiával és az így kapott játék egy, a h®-
mérséklett®l függ® er®sség¶ önfügg® komponenssel va-
ló b®vítésével.

4. Bevezettem a maximálisan nem átfed® koordinációs
játékok fogalmát mint az adott páros stratégiaszám
mellett a lehet® legnagyobb számú, közös koordinált
stratégiával nem rendelkez® elemi koordinációból fel-
épül® játékok családját, és megvizsgáltam ezek négy-
zetrácson értelmezett, logitszabály által vezérelt vál-
tozatának tulajdonságait. Az átlagtér-közelítés szint-
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jén az általános maximálisan nem átfed® koordiná-
ciós játék ekvivalens a megfelel® stratégiaszámú ele-
mi koordinációs játékkal, így rendezett fázisában csak
az egyik koordinált párjának szimmetriáját sérti. Ezt
a tulajdonságot a modell négy- és hatstratégiás vál-
tozata esetén Monte-Carlo-szimulációkkal igazoltam.
A modellek fázisátalakulásához két független rend-
paramétert rendeltem, és meghatároztam az ezeket
jellemz® kritikus exponenseket. Míg a négystratégi-
ás modell egyik rendparamétere az elemi koordiná-
ciós játékhoz hasonlóan Ising-osztályú kritikus visel-
kedést mutat, addig a hatstratégiás esetben a straté-
giapárok közötti eltér® permutációs szimmetria kö-
vetkeztében más kritikus exponensek mérhet®k. A
négystratégiás modellt az Ashkin�Teller-modell spe-
ciális eseteként, az óramodellként azonosítottam, ami
alapján a tapasztalt Ising-osztályú viselkedés analiti-
kusan alátámasztható, valamint egy dualitási reláci-
ón keresztül egzaktul kiszámítható az átalakulás kri-
tikus h®mérséklete [P3].

5. Tanulmányoztam egy Ising- és Potts-típusú részjá-
tékok közötti versengést leíró, négyzetrácson értel-
mezett, logitszabály által vezérelt modellt. Kimutat-
tam, hogy bár általában a rendszerben mindössze
egyetlen, rend�rendezetlenségi fázisátalakulás �gyel-
het® meg, melynek közelében a kritikus viselkedés a
magasabb nyereményt biztosító részjáték kritikus vi-
selkedését követi, az Ising-típusú viselkedés entrópia-
hatások következtében mégis stabilizálódhat a kriti-
kus pont közelében olyan esetekben is, amelyekben
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a Potts-részjáték csupán kell®en kis mértékben er®-
sebb. Ekkor a két verseng® rendezett fázis között
egy újabb, els®rend¶ fázisátalakulás is meg�gyelhe-
t® [P4].
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